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一种自然主义的数学哲学
叶峰
摘要  本文是对笔者最近几年提出的一个自然主义数学哲学研究方案的介绍。在简要介绍这个研究的背景之后，本文将首先说明这个研究的哲学基础，即自然主义，然后介绍这个研究方案的基本思想及一些具体的成果，它们涉及到意义、真理与逻辑的自然化，解释数学知识的本性，解释数学的客观性与先天性，及解释数学的可应用性等等。
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§1 背景
        当代数学哲学的中心问题来源于以下两个表面上互相冲突因而令人困惑的事实
：一方面，现代数学似乎在研究一个无穷的、独立于物质世界的抽象数学世界；而另一方面，现代科学将人类描述为这个物质世界中的事物的自然进化的产物，而且人类的知识都来源于由基因决定的有限大脑的内在结构以及大脑与环境之间的物质上的相互作用。因此，人类的大脑如何可能认识到那些独立于物质世界的抽象数学世界中的对象，尤其是无穷的抽象数学对象？比如，在物理学中，我们对之能够有比较确定的知识的事物都是有限的，即从微观的普朗克尺度（即10-35米等）到宏观上有限的宇宙尺度范围内的事物。虽然我们用连续的数学模型来描述时空结构，但我们知道那只是对普朗克尺度以上的时空结构的一种近似。在物理学中我们从不曾肯定地认识到无穷。这与我们自身的有限性是相一致的。有限的大脑，借助于有限的仪器，只能探测到相对于大脑与感官的有限范围内的事物。但另一方面，在现代数学中我们似乎非常肯定地断言有无穷的数学对象存在，比如，有无穷多个自然数存在，不可数无穷多的实数存在，乃至于任意大的无穷基数存在。这些无穷的抽象数学对象，如果确实存在的话，一定是独立于物质世界的，因为它们不是我们所认识的物质世界中的有限事物的抽象。注意，这里并没有假设物质世界一定是有限的。要点在于，科学对物质世界是否无穷没有确定的信念，而数学似乎很确定地断言无穷存在。因此数学中所说的无穷对象应该是独立于物质世界的。这样，我们的有限的、物质性的大脑究竟是如何认识到数学中的无穷的？
        当代数学哲学的种种流派对此提出不同的回答。这些流派可大致地分为两类：数学实在论认为确实存在着一个无穷的、客观的、独立于物质世界也独立于我们人类的抽象数学世界，然后他们试图说明我们如何可能认识那个抽象数学世界。比如，二十世纪最伟大的逻辑学家哥德尔（K. Gödel）认为，我们不仅仅是物质性的大脑，而是有某种非物质的心灵，而且心灵有某种直觉能力可以直接地认识那个抽象数学世界中的事物。又比如，哲学家蒯因（W. V. Quine）试图从无穷数学在自然科学中的应用的角度，来说明我们可以认识到无穷的数学对象。实在论面临着一些困难。最根本的难点依旧是，它与现代科学所描绘的人类的有限的物质构成及人类的认知活动仅仅是物质性的大脑与环境之间的物质性的相互作用这一点相矛盾。这使得它无法与现代科学所提示的整体世界观相协调。
        与数学实在论相反的是数学反实在论，它认为根本不存在那个所谓的抽象数学世界。比如，二十世纪初最伟大的数学家希尔伯特（D. Hilbert）就曾经认为，无穷没有实在性，数学中涉及无穷的定理不应理解为字面意义上的真理，无穷数学只是从一些假设到一些结论的形式推导，而这种推导由于某些原因可以应用于描述有限的事物，虽然它们的前提可能不是字面意义上真的（比如，断言无穷集合存在的集合论中的无穷公理就可能不能被解释为关于这个宇宙中的事物的字面意义上的真理）。希尔伯特提出了一个所谓希尔伯特方案来证明无穷数学的应用确实可以得出（而且仅仅得出）关于有限事物的真理。但今天一般认为，著名的哥德尔不完全性定理证明了这个方案不可能成功。其他一些反实在论者继续以其它方式为反实在论的数学哲学作辩护。比如，有的反实在论者坚持哲学上的所谓唯名论，认为存在着的只能是时空中的具体事物。数学对象是所谓抽象实体，即它们是非物质的，且不存在于时空之中。唯名论认为，这样的抽象实体不可能存在。一些人进而认为，所谓数学对象是我们虚构出来的，一个数学理论就像一个虚构的故事。他们面临的主要困难是，假设那个抽象数学世界不存在，因此数学定理不是字面意义上的真理，那么数学是什么？我们是否还具有数学知识？数学知识是关于什么的知识？数学还是客观的吗？数学又为什么可以在科学应用中得出真理？
        限于篇幅这里不能详细介绍这些数学哲学流派以及他们各自的问题
。本文的目的是介绍由笔者提出的一种数学哲学。它是一种反实在论的数学哲学，但它试图以完全科学的方式解释人类的数学实践活动，而不是从形而上学的思辨出发为唯名论作辩护，或反驳数学实在论。这项研究还在继续中。本文将介绍它的哲学基础，基本思想，以及在一些更具体的问题上的已有的成果。这项研究还在继续中，相关的著作、论文可见笔者的个人网页
。
        §2 哲学基础与基本思想
        这个数学哲学的基础是自然主义。自然主义是当代哲学中的主要思潮之一。对自然主义有各种不同的界定，但笔者认为，自然主义的中心思想应该是：
所谓人类的心灵就是人类大脑的功能，而大脑是物质世界的一部分，是自然进化的产物。

        对数学哲学来说，这意味着人类的数学实践是人类大脑的认知活动，因此，对人类的数学实践的研究应该像认知科学中对人类其它认知活动的研究，或者说，应该是关于大脑作为一个物理系统如何工作的研究。另一方面，这意味着我们不应该将自己想象成在本质上是非物质的、与某个“外部实在”相对立的“心灵”。将自己想象成这样的“心灵”，就很自然地会从“心灵”的角度去思辨，在那个“外部实在”中是仅仅存在着一个物质性的世界，还是也存在着一个抽象的数学世界？在自然主义者看来，没有这样的非物质的“心灵”，而只有物质性的大脑，且大脑是与环境中的物质性的事物处于物质性的相互作用之中。大脑没有任何可以神秘地“把握”所谓的“抽象数学世界”的能力。对所谓“抽象数学世界”的思辨，是来源于一个人站在主观的角度试图将自己大脑中的东西“投射”到外部的结果。作为研究人类数学实践的科学研究者，我们应该站在一个科学的客观观察者的角度去观察人类的大脑，研究大脑作为一个物理系统在数学实践中如何工作。在这样的观察中我们只看到大脑中与大脑之外的具体的、物质性的事物以及它们之间的相互作用。这包括大脑在做一些哲学思辨的时候的活动，即大脑尝试所谓“投射”的活动，但并不存在这种“投射”的结果，即并不存在所谓的独立于大脑及物质世界的抽象数学世界。
        特别地，大脑只能观察到宇宙中有限的具体事物，不能观察到无穷。真正存在的只是大脑在“想象无穷”的时候的想象活动。比如，考虑古人所说的“一尺之棰、日取其半、万世不绝”。事实上，由于2120>1036，在现实世界中，“日取其半”不到120日我们就已经达到了普朗克尺度（10-35米），而时空在那个尺度上有可能是离散的，或不是4维的，因此“日取其半”不一定还有意义。只是在我们的想象中我们可以想象“日取其半、万世不绝”。真实存在的仅仅是这个想象活动本身。想象活动是大脑的神经元活动，想象活动不能创造出大脑之外的事物，尤其是不能创造出那个所谓的“无穷”。
        许多当代的数学哲学家也公开地宣称自己是自然主义者，也不明确反对这个自然主义的中心思想，但是他们中的许多人似乎没有认真对待这个自然主义的中心思想。比如，在讨论数学哲学问题的时候，他们往往还是从一个超自然的心灵的角度去思辨我们是否必须“承诺”“心灵”之外的“外部实在”中有所谓抽象数学对象。他们中间最典型是就是蒯因。蒯因是二十世纪影响最大的分析哲学家之一，他自认为自然主义者，而且声称人类就是“物质世界的物质性的居民”
。但是，在他的数学哲学中他用了“本体论承诺”这个概念。他提出，我们的科学理论“承诺”了抽象数学对象。在论文“Naturalism and abstract entities”中
，笔者分析了蒯因的“本体论承诺”这个概念，指出只有假设一个非物质的、具有超自然的意向性能力的“心灵”，蒯因的这个概念才可以理解，因此蒯因在这里实际上背离了自然主义的立场。
        采纳彻底的自然主义的立场意味着，对人类数学实践的研究是认知心理学研究的延伸，是研究人类的数学认知活动这一类特殊的认知现象。一些人可能会反对将心理学引入数学哲学。他们认为数学、逻辑是精确的科学，而心理学包含太多不确定的、模糊不清的东西。但事实是，假如我们不引入心理学，我们就不得不去假设某种在本质上是非物质的“心灵”，然后去思辨这样的一个“心灵”如何“把握”（或“承诺”）独立于“心灵”的抽象概念或抽象实体等等，那将是更不可靠的、更模糊不清的，而且是完全超出科学的范围的。我们关心的是认识论问题，即人类究竟如何获得数学知识、如何应用数学这个问题。认识论是关于一个“认知主体”如何认识事物的问题。要么这个“主体”是物质世界中的大脑，因此认识论问题就是关于大脑如何工作的问题，是属于认知心理学的；要么这个“主体”是某种在本质上非物质的“心灵”，这就直接否认了自然主义。所以，如果我们要坚持自然主义，要回避假设一个不知为何物的、不是科学的研究对象的“心灵”，那么我们就不得不认真对待认知心理学乃至于脑神经心理学。
        另一方面，由于我们感兴趣的只是人类数学实践的哲学与逻辑方面，我们可以尽可能地忽略心理学上的细节。引入心理学仅仅是为了澄清对人类数学实践的研究的哲学基础，即强调自然主义这个背景，是为了拒绝传统的从“心灵”出发的形而上学的思辨。当我们开始讨论关于数学实践的具体的哲学与逻辑问题的时候，我们可以依赖一些简化的关于大脑的认知结构的模型，尽可能地抽象掉心理学上的细节，只要这些简化的模型是合理的，只要这些简化不影响我们的结论的有效性。至于究竟怎样的简化是合理的，怎样的简化会影响我们的结论的有效性，我们只能依靠我们的心理学知识来作判断。重要的是，这是一个科学问题，要以科学的标准来回答。它不是一个传统意义上的哲学问题。这种基于简化的认知模型的对数学实践的分析是可错的，但它是在科学的意义上可错的。自然主义者不认为哲学研究能够提供绝对可靠的知识。事实上，既然大脑的所有知识都来源于由基因决定的大脑的内在结构及大脑与环境之间的相互作用，大脑不会有什么绝对可靠的知识。
        更具体地说，这个研究目前采纳了在认知科学与心灵哲学中被许多人接受的心灵的表征理论，它认为，人类认知结构的基本模块是大脑中由神经元实现的所谓内在表征。特别地，有概念、思想这两类内在表征。概念与思想分别在大脑的记忆中与词项和陈述相联结，我们说那些词项或陈述表达那些概念或思想。一类概念与思想可直接表示人类环境中的物质对象及它们的事态。这是所谓语义表示关系。比如，“兔子”这个词在一个大脑中表达一个（由一些神经元实现的）概念，这个概念又表示兔子这一类事物。另一类概念与思想不直接表示任何事物或事态。数学概念与思想属于这后一类。数学概念与思想在大脑的认知活动中有其它的认知功能，它们可以帮助组织、表达、处理其它概念与思想，包括那些可直接表示环境中的事物及它们的事态的概念与思想。比如，“2+3=5”这个陈述在一个大脑中表达一个数学思想，它不直接表示环境中的事物的事态。（它也不表示所谓独立于大脑及整个物质世界的抽象数学对象的事态，因为没有这样的抽象数学世界。）但是，“2+3=5” 在一个大脑中所表达的数学思想可以与“兔子”这个词所表达的概念结合，在大脑中构成一个可直接表示环境中的事物的事态的思想“2只兔子加3只兔子是5只兔子”。因此，数学概念与思想有更灵活抽象的认知功能，而且也能与环境中的事物产生间接的联系。这两类概念与思想之间的区别，就好像在一个电脑软件系统中，包括在一个模拟人类认知过程的人工智能系统中，那些直接表示外部事物及其的特征的数据（如一个人的个人信息），与那些帮助组织、表达、处理这些数据的更抽象的程序之间的区别。后者不直接表示任何外部事物或它们的特征，但它们有更灵活抽象的功能。从自然主义的角度描述人类的数学实践，就在于描述大脑中的数学概念与思想的这些更灵活抽象的认知功能，包括描述它们如何使得数学应用得以成功。
        这里我们也看到，从自然主义的角度看，去追问大脑中的那些数学概念与思想是否表示了某个独立于大脑及整个物质世界的抽象数学世界是无意义的。只要我们完整地描述了大脑中的作为神经元结构的数学概念与思想在大脑的数学认知活动中的功能，我们就已经完整地描述了人类的数学认知活动这一类自然现象。再去追问那些神经元结构是否表示了某个独立的抽象数学世界中的事物，这完全是多余的形而上学的思辨，是站在主观的角度试图将自己大脑中的概念、思想“投射”到外部而产生的幻觉，不是客观地、科学地观察大脑如何工作而得到的推论。
        §3 起点——意义、真理与逻辑有效性的自然化

        前面已经提到，大脑中的数学概念与思想可以通过其它可直接表示环境中的事物的概念与思想，与环境中的事物产生间接的联系。因此，描述大脑中的数学概念与思想的认知功能的第一步，就是要描述大脑中可直接表示环境中的事物的概念、思想与环境中的事物之间的这种语义表示关系。既然大脑中的一个概念本身是由神经元实现的，在自然主义的框架下，一个概念与它所表示的对象之间的这种语义表示关系，在本质上是自然世界中的物质性的事物之间的关系。一些神经元（即一个概念）与它们所表示的对象之间的这种联系，最终是由那些神经元在大脑的认知活动中的作用来实现的，即在大脑的认知活动中那些神经元（如实现“兔子”这个概念的神经元）与环境中的某些事物（如兔子）之间产生了某种特殊的联系。我们需要用科学的语言，即用物理学、生物学等的语言，或者说，用不再预设“语义表示”这个概念的语言，来描述这种特殊的联系。类似地，大脑中的可表示事物的事态的思想与它们所表示的事态之间的表示关系，也是神经元与环境中的事物之间的某种特殊的、但物质性的联系。思想与它们所表示的事态之间的表示关系即一般所说的“真”这个关系，但在自然主义的框架下，“真”不是一些传统哲学所认为的，“心灵”中的非物质性的“观念”与“外部世界”中的事物之间的某种神秘的“符合”关系。相反，“真”作为一个关系，是大脑中的某些神经元与环境中的事物之间的某种自然的、物质性的联系。我们需要做的就是用科学的语言来描述这种联系。这种研究称作“意义与真理的自然化”。
        随着真理被自然化，逻辑推理规则的有效性也可被自然化。一个逻辑推理规则是一类具有相同模式的神经元活动过程，它们从一些作为推理的前提的、具有一些结构形式的思想，产生出另一个作为结论的、具有某种结构形式的思想。一个逻辑推理规则是有效的，假如在这一类的神经元活动过程中，只要那些前提和结论都属于可直接表示环境中的事物的思想，而且只要自然化的语义表示关系存在于那些前提与环境中的事物之间，它也一定存在于那个结论与环境中的事物之间。因此，关于一个推理规则的逻辑有效性的论断，是一个关于一类自然现象中的自然规律性的论断，它断言，假如某种自然属性（即自然化的“真”）存在于一类自然过程中的初始状态，那么它一定也存在于那一类自然过程中的终止状态。这类似于断言某一类物理过程中的某种物理量的守恒性。
        意义、真理与逻辑有效性的自然化帮助我们清除许多传统哲学中的迷雾，尤其是围绕真理问题的迷雾。它使得对真理、逻辑有效性等的完全自然化的、科学的研究成为可能，使得我们可以抛弃关于真理的传统形而上学的思辨。而且，它也是进一步描述大脑中的数学概念与思想的认知功能及它们与环境中的事物之间的间接联系的基础。换句话说，大脑中的一些可直接表示环境中的事物的概念与思想，是通过这个自然化的语义表示关系与环境中的事物相联系；然后，大脑中的数学概念与思想则通过与这些可直接表示环境中的事物的概念与思想相结合，来与环境中的事物产生间接的联系。同时这也说明了，自然主义不是一些传统哲学家所批评的心理主义。一个大脑会常常使用一些依上面的自然主义的定义为不有效的逻辑推理。所以，有效的逻辑推理不等同于作为心理规律事实上被常常使用的推理。真理与逻辑有效性中还是有规范性，但它是自然化的规范性。
        自然化的意义与真理理论是当代分析哲学中的心灵哲学的研究课题之一，已经有一些理论被提出来。它们都还不完备，而且更重要的是，它们似乎有一些实质性的困难
。笔者在一系列论文中提出了一个新的理论
，它似乎可以回避以前的理论所遇到的那些实质性的问题。这个新理论也还不完备，更多的研究还有待继续。
§4 解释关于人类数学知识的一些哲学疑问

        这个对人类数学实践的自然主义研究侧重于哲学与逻辑方面的问题。在哲学方面它主要关心的是，关于人类数学知识的那些传统的哲学问题如何在自然主义的框架下得到回答。这包括解释数学知识的对象、数学直觉的内容、数学的客观性、先天性等等。

        前面已经提到，从自然主义的角度看，在人类数学实践中真正存在着的是大脑中的（作为神经元结构的）数学概念与思想，大脑中的（作为神经元活动的）数学推理活动，以及它们与环境中的事物之间的联系，而没有所谓独立于大脑及整个物质世界的抽象数学世界。因此，人类的数学知识不能是关于某个独立的抽象数学世界的知识。笔者的论文“On What Really Exist in Mathematics”
首先概述了这项研究所假设的人类大脑的认知结构，并概述了大脑中的数学概念与思想的认知功能。然后，它讨论了如何从这些出发解释人类的数学知识、数学经验、数学直觉等等。特别地，数学知识不是关于一个独立的抽象数学世界中的数学对象的知识。据有某一领域中的数学知识，在于大脑中具有相关的数学概念与思想，具有相关的在大脑中处理这些概念与思想的能力（比如，证明相关的数学定理的能力），具有关于这种处理会导致什么结果的知识（即关于什么定理可以被证明的知识），以及具有关于如何将一个数学思想翻译为可直接表示环境中的事物的思想的能力（比如，将“2+3=5”翻译为“2只兔子加3只兔子是5只兔子”的能力）。同样地，数学直觉不是关于某个独立于大脑的抽象数学世界中的数学对象的直觉，而是关于大脑自身可以如何进行数学想象与推理，以及关于数学想象与数学推理会得出怎样的结果的直觉的认识，即关于大脑自身的活动的直觉的认识。
        论文“Naturalism and objectivity in mathematics”
则讨论了数学的客观性问题。传统意义上的客观性观念是从一个超自然的、非物质的“心灵”的角度来理解的。观念、感觉材料等是属于“心灵”的，是主观的，而物体或所谓抽象实体等是属于“外部世界”的，是客观的。在这样的观念之下，大脑内部的神经元作为物体也应该是客观的。在自然主义的框架下没有这样的“心灵”，没有“属于心灵的”与“属于外部世界的”之间的区别，只有脑颅骨之内的物质与脑颅骨之外的物质之间的区别。因此，客观性只能被理解为相对于某个大脑的神经元活动的客观性。这篇论文讨论了在自然主义背景下的客观性的几种含义，并说明了在哪些意义下人类的数学知识是客观的。特别地，论文试图说明，承认数学的客观性并不需要假设一个独立于大脑的抽象数学世界。数学的各种意义上的客观性，都可以由大脑之间的（由共同的进化历史决定的）内在结构上的相似性，以及由那些大脑所处的环境之间的相似性得到解释。
        类似地，传统的先天性与必然性观念也是相对于一个“心灵”而言的。先天真理是由“心灵”的先天结构或能力可以认识到的、其真理性不依赖于“心灵”的经验的知识；必然的真理是指不论“心灵”之外的“外部世界”是如何都会使之为真的判断，或者指表达由于“心灵”的内在结构使得“心灵”所能认识到的任何外部世界都必需具有的某些特征的判断。在自然主义的框架下，认知主体是受基因控制由一个胚胎细胞发育而成的大脑，而且大脑从发育的开始就不断地处于与环境的相互作用之中。没有相对于一个不变的“心灵”的先天性或必然性。但自然主义的框架下还是可以定义某种意义上的“先天性”与“必然性”，作为我们直观上的这些观念的自然主义解释。特别地，日常所说的“可能性”指的就是可想象性。（因此“必然”即其否定不可想象。）在一篇论文中
，笔者从这个角度讨论了分析哲学中流行的克里普克可能性与必然性观念。日常所说的“先天知识”则是指，由于进化的结果，大脑具有一种由基因决定的、可以先天地适应环境的内在认知结构，它使得大脑中产生的一些思想总是（依自然化的语义表示关系）对应于大脑生存的所有可能的环境，而且大脑可以仅仅通过大脑内部的活动，不需要使用感官通道，来得到这些知识。另一篇论文“Naturalism and the Apriority of Logic and Arithmetic”
讨论了这种自然主义框架下的先天性观念，并试图论证逻辑在这种意义下是先天的，但它提出，算术的先天性问题则要更复杂些，即纯粹算术是先天的，但算术的应用不是先天的。
§5 解释数学的可应用性

        我们对人类数学实践的自然主义研究的逻辑方面主要涉及解释数学的可应用性。解释数学的可应用性是对所有数学哲学理论的挑战。数学实在论者声称，数学实在论对数学的可应用性提出了最好、最简单的解释。比如，这是蒯因的主要观点之一。数学实在论对数学的可应用性的解释大致如下：数学定理是关于抽象数学世界的真理，就象科学定律是关于宇宙中的具体事物的真理，因此，科学中由数学定理加上其它科学定律所推导出的关于具体事物的结论，也是关于具体的事物的真理。这里的“解释”，是用数学定理之为真来解释科学结论之为真。反之，如果我们用实验验证了科学结论为真，蒯因认为，这不但可以作为证据支持科学定律的真理性，也可以作为证据支持数学定理的真理性。
        这看上去是一个简单而完美的解释，但它实际上是一个幻觉。因为，科学理论所描述的都是宇宙中从普朗克尺度到宇宙尺度之间的有限、离散的事物，用无穷数学表达的科学理论从来都不是字面意义上真的，数学中的无穷与连续从来只是对有限离散的具体事物的近似的模拟，从用无穷数学表达的科学理论中的前提到结论的推导，从来都不是从字面意义上的真前提到真结论的推导。用无穷数学表达的科学理论中的前提最多只能说是在某种意义上“近似地真的”。现代数学在科学中的可应用性的真正难解之谜，其实是在于用无穷数学为何能够帮助推导出关于有限、离散的具体事物的真理。这在本质上是一个逻辑上的谜，是因为无穷、连续的数学模型究竟是如何“近似地模拟”有限、离散的事物，这一点从逻辑上说还不清楚，即在逻辑上我们还不清楚如何严格地刻画这个“近似地真的”，以及为什么无穷数学中的数学推导会保持这个“近似地真的”。实在论者并没有对此做出回答，因此并没有真正解释无穷数学为何可以帮助推导出关于有限、离散的具体事物的真理。仅仅假设无穷数学本身是字面意义上的真理是不够的。注意，这不是否认无穷数学的可应用性。科学家们是在某种直觉的指导下应用无穷数学来近似地、但很有效地模拟宇宙中的有限、离散的事物，这恰恰是他们的聪明才智之所在。只是对逻辑学家来说，这里有一个逻辑上的谜。 
        一个很自然的猜想是，要从逻辑上严格地解释为什么无穷数学的应用可以帮助推导出关于有限、离散的事物的真理，也许需要证明在数学应用中无穷实际上是可消除的，而且将无穷消除以后，无穷数学的应用会转化为从关于有限、离散的事物的字面意义上的真前提，到关于那些事物的字面意义上的真结论的逻辑推导。这样就解释了为什么无穷“可用”。如果这个猜想成立，那么它意味着，无穷数学的成功应用并不能反过来作为证据支持无穷数学自身的真理性。因为它意味着，虽然用无穷近似地模拟有限带来了理论上的简化，但是，在对宇宙中的有限事物的更精确的描述中无穷将不会出现，即用来解释成功的科学预测的更精确的科学假说中不需要提及无穷，因此，科学预测的成功不能反过来验证无穷的实在性。
        笔者的专著Strict Finitism and the Logic of Mathematical Applications正是沿着这种思路，即通过说明无穷在数学应用中是可消除的，来试图提出一种对数学的可应用性的逻辑解释
。 它首先描述了如何将数学的可应用性问题纳入自然主义的框架，即如何将数学的可应用性问题自然化。考虑一个数学在物理学中的应用。大脑中有一些可直接表示物理对象的事态的思想作为前提，比如一些观察数据。这些前提可依自然化的表示关系对应于环境中的物理对象。大脑中可能还有一些混合了数学概念的思想，作为表达一般的物理定律的前提。然后，大脑中有一个数学推理过程，得出一个数学结论。最后，大脑将这个数学结论翻译变换为一个可直接表示环境中的物理对象的事态的物理结论，如一个可观察的预测。数学的可应用性在于，在恰当的情形下，这个最后的物理结论可以依自然化的表示关系对应于环境中的事物。前面已经提到，这个自然化的表示关系是大脑中的物理对象（即由神经元实现的思想）与大脑外的物理对象之间的物质性的联系。所以，一个关于数学的可应用性的论断，在本质上是在断言，大脑中的一类神经元活动过程与大脑之外的事物之间有某种有规律的联系。这在本质上是一个普通的科学论断。这就是数学的可应用性的自然化。 
        然后我们可以对大脑中的数学应用过程进行抽象，作一个简化的模型。我们假设大脑中的那些概念与思想就是某个形式化的数学-物理公理系统中的词项与语句。我们忽略自然化的语义表示关系中的细节，将其模拟为数理逻辑中的形式语言与一个语义模型之间的满足关系，即相对于这个语义模型的“真”。这个语义模型由那些有限、离散的具体物理对象构成，因此这个数学应用过程中的那些涉及无穷数学的中间步骤不能在这个语义模型中得到解释，即它们不是相对于这个语义模型为“真”的。这样，数学的可应用性问题就在于，为什么那些中间步骤能够使得最后的物理结论是相对于这个有限、离散的语义模型为“真”的（虽然那些中间步骤不是相对于这个语义模型为“真”的）。这就使得可应用性问题成为一个逻辑问题。
        我们解决这个逻辑问题的策略，如前所述，是试图论证那些中间步骤中所涉及的数学上的无穷其实在原则上是可消除的。这个专著提出了一种不假设无穷的严格有穷主义数学，而且证明一些应用数学，包括微积分、初等复变函数理论、基本的勒贝格积分理论、基本的希尔伯特空间上的无界算子的谱理论等等，可以在这个严格有穷主义数学的框架中发展起来。这说明，这些传统上显然假设了无穷的应用数学理论中的无穷其实是可以被消除的。消除了无穷以后，数学应用过程就成为从关于有限、离散的物理对象的真前提到关于那些对象的真结论的纯粹逻辑上的推导。因此，这个应用过程为何能够保持相对于有限、离散的物理对象的“真”，就在逻辑上很清楚了。这个专著中在严格有穷主义数学的框架下发展的应用数学理论还很有限，因此，要说明更多的无穷数学的可应用性还需要做更多的工作。但我们也有直观上的理由相信这个策略是可行的。这就是因为数学应用中的无穷都仅仅是对有限、离散的物理对象的近似，因此我们直观上认为，在应用中无穷不应该是逻辑上严格地不可或缺的。当然，这种直观上的认识需要严格的数学工作来支持，即需要在严格有穷主义数学的框架下发展更多可应用的数学，以此来说明无穷在数学应用中都是原则上可消除的。
        以上介绍了这个自然主义的数学哲学研究方案的目前的主要成果。更进一步的研究还在进行中。
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