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1、LK的理论背景 
用自由逻辑来处理限定摹状词，已形成多种自由摹状词理论。这些理论以自由逻辑为基础，是自

由逻辑在摹状词领域的重要应用。但是，对自然语言中如“当今的法国国王是当今的法国国王，这是

必然的”、“唐僧的大徒弟会七十二变是必然的”这样的既包含“空限定摹状词”，又包含“必然”

的语句，却很难用这些理论来刻画。本文提出一个自由模态的摹状词理论 LFMDTK（文中简记为

“LK”），来处理和刻画限定摹状词在模态语境中出现的情形。在 LK 中，引入了模态算子“□”。 
LK 能够反映出限定摹状词与个体常量、个体变元的根本区别。个体常量和个体变元是严格指示词，

即对任意可能世界 w∈W，个体常量或个体变元在 w 中的指称与它们在任意 w 所通达的可能世界中的

指称相同。而摹状词是非严格指示词，在不同的可能世界中可能会有不同的指称。比如，“世界上最

高的山峰”，在现实世界中指“珠穆朗玛峰”，而在可能世界 w1 中，可能珠穆朗玛峰存在但不是最

高的山峰，而有另外一座叫做“无名峰”的山峰是最高的，这时“世界上最高的山峰”在 w1 中就指

“无名峰”，而不指“珠穆朗玛峰”。在 w1 中，也可能珠穆朗玛峰根本就不存在，在这种情况下，

显然“世界上最高的山峰”也不会指“珠穆朗玛峰”。 

2、LK的形式语言及其系统 
2.1  LK 的形式语言 

LK 的初始符号是通常的带等词的模态谓词逻辑初始符号的扩充，加上表示“存在”的逻辑谓词

E!和摹状算子ι 。谓词用 P，Q，R 等表示，变元用 x，y，z 等表示，常量用 a，b，c 等表示。 
LK 的项和公式形成规则  项用 t, s 等表示，公式用 A, B 等表示，项和公式必要时都可以加下标。 
(1) 变元和常量是项； 
(2) 如果 t 是项，则 E!t 是公式； 
(3) 如果 t，s 是项，则 t ≡ s 是公式； 
(4) 如果 t1, t2, …, tn 是项，P 是 n 元谓词，则 Pt1…tn 是公式；（P 可以是≡或 E!） 
(5) 如果 A 是公式，则¬A 是公式； 
(6) 如果 A, B 是公式，则(A→B)是公式； 
(7) 如果 A 是公式，则□A 是公式； 
(8) 如果 A 是公式，x 是变元，则∀xA 是公式； 
(9) 如果 A 是公式且其中不含□，x 是变元，则ιxA 是项。 
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和通常的谓词逻辑不同，在 LK 中项和公式是互相定义的，但这是严格的归纳定义，不是循环定

义，也不会出现自指。 

(9)中的项ιxA 称为摹状词，这是一种摹状词的形式理论中特有的项，也是我们特别要讨论的项。 
变元的自由、约束、合适代入定义、括号省略规则同经典谓词逻辑，只增加：设 A 是不含“□”的

任意 LK 公式，ιxA 是项，则称 A 为ιx 的辖域，x 跟在 ι后出现或在ιx 的辖域中出现也称为约束出现。

我们写代入 A(x/t)时，总是假设 A(x/t)是合适代入。∧，∨，↔，∃，◇等符号通过定义引入，定义如常。 

2.2  自由模态的摹状词理论 LK 

公理（模式） 
(A1)  A→(B→A)                            (A2)  (A→(B→C))→((A→B)→(A→C)) 
(A3)  (¬A→B)→((¬A→¬B)→A)               (A4)  ∀x(A→B)→(∀xA→∀xB) 
(A5)  A→∀xA （x 不是 A 中的自由变元）      (A6)  t ≡ t 
(A7)  s1 ≡ t1∧…∧sn ≡ tn→(Ps1…sn→Pt1…tn)   （P 可以是≡或 E!） 
(A8)  □(A→B)→(□A→□B)                   (A9)  ¬(s ≡ t)→□¬(s ≡ t) （s, t 是常量或变元） 
(A10)  s ≡ t→□(s ≡ t) （s, t 是常量或变元）   (A11)  ∀xA→(E!t→A(x/t))  （A 中不含“□”） 
(A12)  ∀xA→(E!t→A(x/t)) （t 是常量或变元）   (A13)  E!c∧A(x/c)∧∀x(A→x ≡ c)→ ιxA ≡ c 
(A14)  E!(ιxA)→A(ιxA)∧∀x(A→x ≡ ιxA) 
(A1)–(A7)是通常的谓词逻辑公理。P 是≡时，(A7)就是 s1 ≡ t1∧s2 ≡ t2→(s1≡s2→t1≡t2)；P 是 E!时，

(A7)就是 s ≡ t→(E!s→E!t)。(A8)–(A10)是模态公理。(A9)和(A10)表明，在我们的理论中常量和变元是

一种强的严格指示词。对于严格指示词，一般只要求相等的就必然相等，而我们的理论还要求不相等

的就必然不相等。(A11)和(A12)是对示例公理的限制。对于严格指示词（常量和变元），这种限制和通

常的自由逻辑类似，但对于摹状词有更强的限制，这种更强的限制保证了摹状词是非严格指示词。(A13)
和(A14)是刻画摹状词的公理，说明了摹状词ιxA 的直观意义就是那个唯一的满足性质 A 的对象。 

推演规则 
(R1)  如果 |− A→B 且 |− A，则 |− B。         (R2)  如果 |− E!x→A，则 |− ∀xA。 
(R3)  如果 |− A，则 |−□A。 
(R2)是自由逻辑对概括规则的一种修正，说明了全称的意义是相对于存在的对象，而不是相对于

全部（存在或不存在的）对象。 
几个导出规则和内定理 
(DR1)  如果 |− A→B，则 |−□A→□B。         (DR2)  如果 |− A↔B，则 |−□A↔□B。 
Th1：|− ∀xA→∀yA(x/y)，y 在∀xA 中不自由。    Th2：|− ∀xE!x。 
Th3：|−□(A∧B)↔□A∧□B。                  Th4：|− s ≡ t→t ≡ s。 
Th5：|− s ≡ t∧t ≡ u→s ≡ u。                  Th6：|− E!t→∃x(x ≡ t) 
LK 的语言（以后记为 LK）可以作添加新常量的扩充。以后我们说的语言 L 都是指 LK或 LK添加

新常量的扩充。语言扩充后，公理和推演规则的形式仍然不变，因为我们用的公理模式。为表明是语

言 L 下的内定理，在 |− 上加下标 L，记为 |−L 。 

3、形式语义与 LK的可靠性 
定义 3.1 （框架）  F = <W, R, D, Q>是四元组。称 F 是一个框架，如果 F 满足如下条件： 
(1) W 是非空集合。W 中的元素称为可能世界。 



 3

(2) R 是 W 上的二元关系，即 R ⊆ W×W。 
(3) D 是非空集合。D 中的元素称为对象。 
(4) Q 是 W 到 D 的幂集 P(D)的函数，即对任意 w∈W，都有 Q(w) ⊆ D。Q(w)中的元素称为可能

世界 w 上存在的对象。 
L 是语言，L 的非逻辑谓词符号、项和公式称为 L 表达式，全体 L 表达式的集合记为 Exp(L)。 
定义 3.2 （L 拟赋值）  F = <W, R, D, Q>是框架，L 是语言，V 是 Exp(L)×W 上的偏函数（Exp(L)

×W 中的某些元素可以无定义）。称 V 是 F 上的一个 L 拟赋值，如果 V 满足如下条件：对任意 w∈W， 
(1) 对任意非逻辑谓词 P，V(P, w)都有定义。 
(2) 对任意项 t，任意的 w′∈W，如果 V(t, w)有定义且 wRw′，则 V(t, w′)也有定义。 
(3) 对任意谓词 P(可以是≡和 E!)，V(Pt1…tn, w)有定义，当且仅当，V(t1, w), …, V(tn, w)都有定义。 
(4) 对任意公式 A，V(¬A, w)有定义，当且仅当，V(A, w)有定义。 
(5) 对任意公式 A，V(A→B, w)有定义，当且仅当，V(A, w)和 V(B, w)都有定义。 
(6) 对任意公式 A，V(∀xA, w)有定义，当且仅当，对任意 d∈Q(w)，V(x/d)(A, w)都有定义。 
(7) 对任意公式 A，V(□A, w)有定义，当且仅当，对任意 w′∈W，若 wRw′，则 V(A, w′)都有定义。 
(8) 对任意非逻辑谓词 P，V(P, w) ⊆ Dn。 
(9) 对任意项 t，如果 V(t, w)有定义，则 V(t, w)∈D。 
(10) 对任意公式 A，如果 V(A, w)有定义，则 V(A, w)∈{0, 1}。 
(11) 对任意常量或变元 t，任意 w′∈W，如果 V(A, w)有定义且 wRw′，则 V(t, w) = V(t, w′)。 
(12) V(Pt1…tn , w) = 1，当且仅当，<V(t1,w),…,V(tn,w)>∈V(P, w)。 
(13) V(t ≡ s , w) = 1，当且仅当，V(t , w) = V(s , w)。 
(14) V(E!t, w) = 1，当且仅当，V(t, w)∈Q(w)。 
(15) V(¬A, w) = 1，当且仅当，V(A, w) = 0。 
(16) V(A→B, w) = 1，当且仅当，V(A, w) = 0 或 V(B, w) = 1。 
(17) V(∀xA, w) = 1，当且仅当，对任意的 d∈Q(w)，V(x/d)(A,w) = 1。 
(18) V(□A, w) = 1，当且仅当，对任意 w′∈W，如果 wRw′，则 V(A, w′) = 1。 
当 V(P, w), V(t, w), V(A, w)有定义时，V(P, w), V(t, w), V(A, w)分别称为 P, t, A 在 w 中的解释，当

V(P, w), V(t, w), V(A, w)无定义时，分别称 P, t, A 在 w 中无解释。 
L′是 L 的扩充，V′是 L′拟赋值，去掉不是 L 的常量的解释，就得到了一个 L 拟赋值 V，V 称为

V′在 L 上的限制。L 的全体非逻辑谓词符号和项的集合记为 Exp0(L)。 
引理 3.3  F = <W, R, D, Q>是框架，如果 V 是 Exp0(L)×W 上的偏函数，且满足如下条件： 

对任意 w∈W，(1) 对任意非逻辑谓词 P，V(P, w)都有定义。 
(2) 对任意项 t，任意 w, w′∈W，如果 V(t, w)有定义且 wRw′，则 V(t, w′)也有定义。 
(3) 对任意非逻辑谓词 P，V(P, w) ⊆ Dn。 
(4) 对任意项 t，如果 V(t, w)有定义，则 V(t, w)∈D。 
(5) 对任意常量或变元 t，任意 w′∈W，如果 V(t, w)有定义且 wRw′，则 V(t, w) = V(t, w′)。 

则 V 可以扩充为唯一的一个 L 拟赋值 V′。 
证明：对任意的非逻辑谓词 P，令 V′(P, w) = V(P, w)。对任意的项 t，令 V′(t, w) = V(t, w)。对任

意的公式 A，归纳定义 V′(A, w)，使得 V′(A, w)满足 L 拟赋值关于公式的条件，详细归纳定义略。易证

这样的 L 拟赋值是唯一的。■ 
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因为满足题设条件的 V 扩充得到的 L 拟赋值 V′是唯一的，所以把 V′也记为 V。 
当 V(t, w) 和 V′(t, w)（或 V(P, w)和 V′(P, w)，或 V(A, w)和 V′(A, w)）都无定义时，则也记为 

V(t, w) = V′( t, w)（或 V(P, w) = V′(P, w)，V(A, w) = V′(A, w)）。 
引理 3.4 （合同引理） 设 L1, L2是两个语言，F = <W, R, D, Q>是框架，V 和 V′分别是 F 上 L1 和

L2拟赋值。如果 A 同时是 L1和 L2中的公式，且对任意 w∈W，对 A 中任意项 t 和 A 中任意非逻辑谓

词 P，都有 V(t, w) = V′(t, w)，V(P, w) = V′(P, w)，则 V(A, w) = V′(A, w)。 
引理 3.5 （代入引理 1） 设 F = <W, R, D, Q>是框架，V 是 F 上的 L 拟赋值，A 是不含□的公式，

x 是变元，t 是项。对任意 w∈W，如果 A(x/t)代入合适，则有 V(A(x/t), w) = V(x/V(t, w))(A, w)。 
引理 3.6 （代入引理 2） 设 F = <W, R, D, Q>是框架，V 是 F 上的 L 拟赋值，A 是公式，x 是变元，

t 是常量或变元。对任意 w∈W，如果 A(x/t)代入合适，则有 V(A(x/t), w) = V(x/V(t,w))(A, w)。 
对于引理 3.4–引理 3.6，施归纳于公式 A 的结构，证明略。■ 
引理 3.7 （易字引理） 设 F = <W, R, D, Q>是框架，V 是 F 上 L 拟赋值，∀xA 是公式，y 不是公

式∀xA 中的自由变元，且 y 对 x 在 A 中代入自由，则对任意 w∈W，有 V(∀xA, w) = V(∀yA(x/y), w)。 
证明：类似于谓词逻辑，证明略。■ 
定义 3.8 （L 赋值） 设 F= <W, R, D, Q>是框架，V 是 F 上的 L 拟赋值。称 V 是 F 上的一个 L 赋

值，如果 V 满足如下条件，对任意 w∈W： 
(19) 对任意的项 t，V(t, w)都有定义。（因此，对任何公式 A，V(A, w)都有定义）。 

    (20) 对于摹状词ιxA，如果 d 是 Q(w)中唯一使得 V(x/d)(A, w) = 1 的元素，则 V(ιxA, w) = d；否则，

V(ιxA, w)∉Q(w)。 
L 赋值也是 L 拟赋值。所以对 L 拟赋值成立的引理 3.4、3.5、3.6 和 3.7 对 L 赋值都成立。 
定义 3.9 （L 模型）  M = <F, V>是二元组。称 M 是一个 L 模型，当且仅当，F 是一个框架且 V

是 F 上的 L 赋值。 
定义 3.10 （满足）  F = <W, R, D, Q >是框架，M = <F, V>是 L 模型，A 是公式。 
(1) w∈W。若 V(A, w) = 1，则称 A 在 w 上可满足，记为 M |=w A。 
(2) 若对任意 w∈W，都有 M |=w A，则称 A 在 M 上可满足，记为 M |= A。 
定义 3.11 （有效）  A 是公式。 
(1) F 是框架。如果对 F 上的任意 L 赋值 V，都有<F, V> |= A，则称 A 是 F 有效的。 
(2) 如果对任意框架 F，A 都是 F 有效的，则称 A 是有效的，记为 |= A。 
引理 3.12  (1) 所有 LK 公理都是 LK有效的；(2) LK 推演规则保持 LK有效性。 
证明：(1) 、(2)的证明都类似于模态谓词逻辑，证明略。■ 

定理 3.13 （可靠性定理）  所有 LK 定理都是 LK有效的，即对任意 LK 公式 A，若|− A，则|= A。 
证明：由引理 3.12 可得。■ 

4、一致集和 Henkin 集 
定义 4.1 （推演）  L 是语言，Γ是 L 公式集，A 是 L 公式。称Γ在 L 中推演出 A，如果存在 A1, A2, …, 

An∈Γ(n = 0, 1, …)，使得 |−L A1∧A2∧…∧An→A。 
将Γ在 L 中推演出 A 记为Γ |−L A。对于定义 4.1，演绎定理“Γ∪{A} |−LB 当且仅当Γ |−LA→B”成立。 
定义 4.2 （不一致） L 是语言，称 L 公式集Γ为 L 不一致的，如果存在 L 公式 A，使得Γ |−L A 且

Γ |−L ¬A。 
如果 L 公式集Γ不是 L 不一致的，则称Γ为 L 一致的。 
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定义 4.3 （极大一致集）  Γ是 L 公式集。称Γ是 L 极大一致集，如果Γ是 L 一致的，并且对任意

L 公式 A，从Γ∪{A}是 L 一致的可得到 A∈Γ。 
引理 4.4 （一致集性质） 
(1)  对任意 L 公式集Γ，对任意 L 公式 A，Γ|−L A，当且仅当，Γ∪{¬A}不是 L 一致的。 
(2)  Γ是任意 L 公式集，A 是任意 L 公式，Γ∪{A}不是 L 一致的，当且仅当，Γ |−L ¬A。 
(3)  对任一语言 L，Γ是任意 L 公式集，Γ不是 L 一致的，当且仅当，存在Γ的一个有限子集 Ф，

使得 Ф不是 L 一致的。 
引理 4.5  设 L 公式集Γ是极大一致的，A、B 是任意 L 公式，则： 
(1)  Γ |−L A，当且仅当，A∈Γ；            (2)  A∈Γ，当且仅当，¬A∉Γ； 
(3)  A→B∈Γ，当且仅当，A∉Γ或 B∈Γ；    (4)  如果 A∈Γ，A→B∈Γ，则 B∈Γ。 
引理 4.6 （Lindenbaum 定理） 设∆是任一 L 公式集，如果∆是 L 一致的，则存在 L 极大一致集 Г，

使得∆ ⊆ Г。 

引理 4.7  设 L′是由 L 加上一些新常量后得到的扩充语言，Γ是 L 的公式集，则Γ是 L 一致的，当

且仅当，Γ是 L′一致的。 
引理 4.8  设 L0, L1, L2,…是可数无穷多个语言，使得 L0 ⊆L1⊆…⊆Ln⊆Ln+1⊆…。又设Ф0, Ф1, Ф2, …

分别是 L 0, L 1, L 2, …的公式集，使得 Ф0⊆Ф1⊆…⊆Фn⊆Фn+1⊆…。则∪Фn(n∈ω)是∪Ln(n∈ω)一致的。 
引理 4.4–引理 4.8 的证明类似于谓词逻辑。（详细证明可参考叶峰，第 132—136 页） ■ 
定义 4.9 （Henkin 集） L 公式集 Ф称为 Henkin 集，如果对 L 的每个形如∀xA 的公式，有一个相

应的常量符号 c，使得(E!c→A(x/c))→∀xA∈Ф。 
引理 4.10  设 L 是任一语言，∆是 L 公式集，A 是 L 公式，如果∆是 L 一致的，并且有常量 c 不

在∆和 A 中自由出现，则∆ {(E!∪ c→A(x/c))→∀xA}是 L 一致的。 
证明：据引理 4.4、推演规则(R2)，LK 内定理可证。证明类似于谓词逻辑，详细证明略。■ 
定义 4.11  对任一语言 Ln，n = 0, 1, 2, …，用 Cn 表示集合：Cn = { Ln

xAc∀ ｜∀xA∈Form(Ln)}， 

其中对每个形如∀xA 的 Ln公式，
Ln
xAc∀ 是一个以∀xA 为下标，以该语言为上标的不属于 Ln的常量符号。

我们约定，对任意语言Lp, Lq，以及Lp公式∀xA、 Lq公式∀yB， Lp
xAc∀ = Lq

yBc∀ 当且仅当Lp = Lq且∀xA = ∀yB。 

用 F*L n 表示 Ln（n = 0, 1, 2, …）的如下公式集： 
                  F*L n = {(E!( Ln

xAc∀ )→A(x/ Ln
xAc∀ ))→∀xA｜∀xA∈Form(Ln)}。 

由定义 4.11 可见，Cn中的元素对于 Ln来说，都是不属于该语言的新常量。对于每个形如∀xA 的

Ln公式，F*L n中包含了一个形如(E!(c)→A(x/c))→∀xA 的公式。 
引理 4.12  设 L 是语言，∆是任一 L 一致的公式集，则存在语言 L′=L∪C（C 是可数无穷多个不

在 L 中出现的常量的集合），存在 L′极大一致的 Henkin 集Σ，使得∆⊆ Σ。 
    证明：令 L0 = L，Ln+1 = Ln∪Cn，L′ = ∪Ln(n∈ω)。令 C = ∪Cn(n∈ω)，则有 L′ = ∪Ln(n∈ω) = L∪C。
令 ∆0 = ∆，∆n+1 = ∆n∪F*L n，∆′ = ∪∆n(n∈ω)。分别证明（1）∆′是 L′一致的；（2）∆′是 L′ Henkin 集；

（3）存在一个 L′极大一致的 Henkin 集Σ，使得∆⊆Σ。证明中用到定义 9、定义 4.11、引理 4.6、引理

4.7、引理 4.8 和引理 4.10。（详细证明可参考冯艳，第 89—91 页） ■ 
定义 4.13  Γ是任一 L 公式集，记□−(Γ) = {A：□A∈Γ}。 
引理 4.14  设 L 是任一语言，w 是任一 L 一致集，B 是任一 L 公式，如果¬□B∈w，则□−(w)∪{¬B}

也是 L 一致的。 
证明：根据引理 4.4、定义 4.1、定义 4.13、内定理 Th3、定义 4.2 等可证，详细证明略。■ 
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引理 4.15  L 是语言，w 是 L 一致集，B 是 L 公式，如果¬□B∈w，则存在 L∪C（C 是可数无穷

多个不在 L 中出现的常量的集合）极大一致的 Henkin 集 w′，使得□−(w)∪{¬B}⊆ w′。 
证明：由引理 4.12 和引理 4.14 可得。■ 

5、力迫模型和 LK的完全性 
证 LK 的完全性，就是要证：对任意 LK 公式 A，如果 |= A，则 |− A。即证：如果|−/ A，则 |=/ A。 
如果 |−/ A，据引理 4.4，则有¬A 是 LK一致的。那么，只要我们找到一个 LK模型 M，使得¬A 在

这个模型上是可满足的，就为 A 找到了一个反模型，使得 A 在 M 上不可满足。如果找到这样一个模

型，就可以得出：|=/ A。这样，就能实现 LK 的完全性证明。文中采取这样的思路来证明 LK 的完全性。 
对于任意 L 一致集 w，任意¬□B∈w，据引理 4.15，总能实现把 L 一致集□−(w) {∪ ¬B}扩充为 L∪C

（C 是可数无穷多个不在 L 中出现的常量的集合）极大一致的 Henkin 集 w′。但是，w′并不是唯一的，

可能会有很多这样的 L∪C 极大一致的 Henkin 集。在下面构造的 WA 中，对于某个确定的公式 B，我

们只选定一个由□−(w)∪{¬B}扩充得到的 L∪C 极大一致的 Henkin 集，记为 wB 。由于□−(w)∪{¬B} ⊆ 
wB，所以，{¬B} ⊆ wB，即¬B∈wB。 

在下面构造的 WA 中，我们还要求，对任意 w∈WA，任意¬□B∈w，由 w 到 wB 的扩充是由 w 的语

言 Lw增加不同的新常量集 C 而得到的。也就是说，可能世界集 WA 中的元素都是不同语言下的公式集。 
定义 5.1（力迫可能世界集） 设 A 是 LK公式且|−/ A。令 W0={w0}，其中 w0 的定义如下： 
据引理 4.4 可得，¬A 是 LK一致的。据引理 4.12，{¬A}可以扩充为 LK∪C（C 是可数无穷多个不

在 LK中出现的常量的集合）极大一致的 Henkin 集 w，使得{¬A}⊆w。从这样的 w 中选定一个极大一

致的 Henkin 集，记为 w0。显然¬A∈w0。 
再令 Wn+1 = {wB｜w∈Wn，¬□B∈w} 

WA = ∪Wn（n = 0, 1, 2, …）。  称 WA为（相对于 A 的）力迫可能世界集。 
定义 5.2（力迫通达关系） 力迫可能世界集 WA 上的二元关系 RA 定义如下： 

RA = {<w, wB>｜w∈Wn，¬□B∈w}。   称 RA 为力迫可能世界集 WA 上的力迫通达关系。 
定义 5.3 （前驱世界） 对任意 w, w′∈WA，如果 w′RAw，则称 w′是 w 的前驱世界，将 w′记为ϕ(w)。 
由此定义可知，Lw是 Lϕ(w)的扩充，且□−(ϕ(w)) ⊆ w。 
引理 5.4   对于任意 w∈Wn+1（n = 0, 1, 2, …），w 的前驱世界ϕ(w)是唯一的。 
证明：假设 w 的前驱世界不唯一，令 w 有两个前驱世界 w′和 w′′。根据定义 5.1、定义 5.2、定义

5.3，经过推导，会得出 w′B = w′′C，而这与 w′B≠w′′C矛盾。故假设错误，所证引理成立。■ 
对于任意 w∈WA，记 Lw中的项的集合为 T(w)。 
定义 5.5 （T(w)上的等价关系） 对任意 w∈WA，定义 T(w)上的二元关系如下： 

                t∼s，当且仅当，s ≡ t∈w。 
可以证明∼是 T(w)上的等价关系（据公理(A6)、内定理 Th4 和 Th5）。将 t 的等价类记为[t]w。 
定义 5.6  DA = {[t]w | w∈WA，t 是 Lw的项}。 
注意：t 可以是两个不同语言 Lw和 Lw′的项，这样，DA 中就会有两个不同的元素[t]w和[t]w′。 

令语言 L* = ∪Lw（w∈WA），这样，任意的 w∈WA都是 L*公式集。 
定义 5.7  Exp0(L*)×W 上的偏函数 VA 定义如下： 
(1) 对 w∈W0，如果 t 是 Lw的项，则 VA(t, w) = [t]w； 
(2) 对 w∈Wn+1，n = 0, 1, 2, …，如果存在 Lϕ(w)的常量或变元 s，使得 s ≡ t∈w，则 VA(t, w) = VA(s, 

ϕ(w))（注意，这样的 s 可能不止一个，随便取一个就行）；否则，VA(t, w) = [t]w。 
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(3) 对任意 w∈WA，VA(P, w) = {<VA(t1, w), …, VA(tn, w)> | Pt1…tn∈w}。 
注意，当 w∈Wn+1时，ϕ(w)∈Wn。所以(1)和(2)构成标准的归纳定义。 
由此定义可知，当 VA(t, w) ≠ [t]w时，VA(t, w)一定不是 T(w)上的等价类，即 VA(t, w)不会是 DA 中

形如[s]w的元素；由此定义还可知，VA(t, w)有定义，当且仅当，t 是 Lw的项。 
由以上结果和此定义可知，VA(P, w)都有定义。 

定义 5.8  WA到DA的幂集 P(DA)的函数QA定义为，QA：WA→ P(DA)  QA(w) = {VA(c, w)｜E!c∈w}。 
引理 5.9  令 FA = <WA, RA, DA, QA>，则 FA 是一个框架。 
证明：据框架定义和定义 5.1、定义 5.2、定义 5.6 和定义 5.8 可得。■ 
引理 5.10  对任意 w∈WA，如果 t, s 是 Lw的项，则 VA(t, w) = VA(s, w)，当且仅当，t ≡ s∈w。 
证明：设 w∈WA，t, s 是 Lw的项。施归纳于 Wn。当 w∈W0 时，据定义 5.7(1)，易证。 
当 w∈Wn+1(n = 0, 1, 2, …)时，分四种情况，证明略。（参见冯艳，第 94—95 页） ■ 

引理 5.11  VA 可以扩充为力迫框架 FA = <WA, RA, DA, QA>上唯一的 L*拟赋值。 
证明：由定义 5.7，VA 是 Exp0(L*)×W 上的偏函数，由引理 3.3，只需证 VA 满足引理 3.3 的条件。

条件(1) –(4)易证，证明略。 
(5) 对任意常量或变元 t，任意 w′∈WA，如果 VA(t, w)有定义且 wRAw′，则 t 是 Lw项，也是 Lw′项。

因为 t 是 Lw项且 t ≡ t ∈w′，所以存在 Lw项 s，使得 s ≡ t ∈w′。由 VA 的定义得 VA(t, w′) = VA(s, w)。
由 s ≡ t ∈w′，得 s ≡ t ∈w。由引理 5.10，得 VA(s, w) = VA(t, w)。所以，VA(t, w) = VA(t, w′)。■ 

以下将这个唯一的 L*拟赋值记为 V。 
引理 5.12  对任意 w∈WA，(1) 对任意非逻辑谓词 P，任意项 t1, …, tn，都有<V(t1,w),…,V(tn, 

w)>∈V(P, w)，当且仅当，Pt1…tn∈w。(2) 对任意项 t，都有，V(t, w)∈QA(w)，当且仅当，E!t∈w。 
证明：(1) 对任意非逻辑谓词 P，任意项 t1, …, tn，若Pt1…tn∈w，则据V(P, w)的定义，得<V(t1, w)，…，

V(tn, w)>∈V(P, w)。若<V(t1, w)，…，V(tn, w)>∈V(P, w)，则存在 Ps1…sn∈w，使得 V(t1, w) = V (s1, w)，…，

V(tn, w) = V(sn, w)。由引理 5.10 得 t1 ≡ s1∈w，…，tn = sn∈w。据公理(A7)和 Ps1…sn∈w，可得 Pt1…tn∈w。 
(2) 对任意项 t，如果 E!t∈w，则根据内定理 Th6 得∃x(x ≡ t)∈w。因为 w 是极大一致的 Henkin 集，

故存在常量 c，使得 c ≡ t∈w。由公理(A7)和 E!t∈w，得 E!c∈w。故 V(c, w)∈QA(w)。再有，根据 c ≡ t∈w
和引理 5.10，可得 V(c, w) = V(t, w)。所以 V(t, w)∈QA(w)。 

对任意项 t，如果 V(t, w)∈QA(w)，则存在常量 c，使得 E!c∈w 且 V(c, w) = V(t, w)。由引理 5.10
得 c ≡ t∈w。由公理(A7)得 E!c→E!t∈w，所以 E!t∈w。■ 

引理 5.13 （拟赋值基本定理） 对任意 w∈WA，任意 Lw公式 B，都有 V(B, w) = 1 当且仅当 B∈w。 
证明：施归纳于公式 A 的结构。 
(1) B = Pt1…tn（P 是非逻辑谓词）、B = E!t、B = (t ≡ s)、B = ¬C 和 B = C→D，略。 
(2) B = ∀xC。  若 V(B, w) = 1，则 V(∀xC, w) = 1，据定义 3.2 得，对任意 V(c, w)∈QA(w)，都有

V(x/V(c, w))(C, w) = 1。据引理 3.5，得 V(C(x/c), w) = V(x/V(c, w))(C, w) = 1。据归纳假设，对任意 V(c, 
w)∈QA(w)，都有 C(x/c)∈w。即对任意 E!c∈w，都有 C(x/c)∈w。由于 w 是 Henkin 集，故存在常量 c，
使得(E!c→C(x/c))→∀xC∈w。若 E!c∈w 则 C(x/c)∈w，所以 E!c→C(x/c)∈w。若 E!c∉w 则¬E!c∈w，也有

E!c→C(x/c)∈w。由 E!c→C(x/c)∈w 和(E!c→C(x/c))→∀xC∈w，得∀xC∈w，即 B∈w。 
若 B∈w，则∀xC∈w。据公理(A12)，得 E!c→C(x/c) ∈w。所以对任意 E!c∈w，都有 C(x/c)∈w。即

对任意 V(c, w)∈QA(w)，都有 C(x/c)∈w。据引理 3.5，得 V(C(x/c), w) = V(x/V(c, w))(C, w) = 1。所以对任意

V(c, w)∈QA(w)，都有 V(x/V(c, w))(C, w) = 1。据定义 3.2，得 V(∀xC, w) = 1，即 V(B, w) = 1。 
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(3) B=□C。 若 V(B, w) = 1，则 V(□C, w) = 1。据定义 3.2，对任意 wRAw′，都有 V(C, w′) = 1。据

归纳假设，对任意 wRAw′，都有 C∈w′。若□C∉w，则¬C∈wC，由 wRAwC 得 C∈wC，而这与 wC是一

致集相矛盾，故□C∈w，即 B∈w。 若 B∈w，则□C∈w。故对任意 wRAw′，都有 C∈w′。据归纳假设，

对任意 wRAw′，都有 V(C, w′) = 1。据定义 3.2，得 V(□C, w) = 1，即 V(B, w) = 1。■ 

引理 5.14  设 V*是 V 在 LK上的限制，则 V*是 FA = <WA, RA, DA, QA>上的 LK赋值。 
证明：首先 V*是 FA = <WA, RA, DA, QA>上的 LK拟赋值。证明 V*是一个 LK 赋值，只需证 V*满足

赋值增加的条件(19)和(20)即可。注意，V*是 V 在 LK上的限制，所以，对任意 LK项 t 和 LK公式 B，
都有 V*(t, w) = V(t, w)，V*(B, w) = V(B, w)。 

(19) 对任意 LK项 t，对任意 w∈WA，Lw都是 LK的扩充，故 t 也是 Lw项，因此 V(t, w)有定义，

即 V*(t, w)有定义。 
(20) 对于摹状词ιxB（注意，B 中不含“□”）， 
如果 V(c, w)是 QA(w)中唯一使得 V*(x/V(c, w))(B, w) = 1 的元素，则据 QA(w)的定义可得，E!c∈w 且

V(x/V(c, w))(B, w) = 1。由引理 3.5，得 V(B(x/c), w) = V(x/V(c, w))(B, w) = 1。由引理 5.13 得 B(x/c)∈w。 
因为 w 是 Henkin 集，所以存在常量 a，使得(E!a→(B(x/a)→a ≡ c))→∀x(B→x ≡ c)∈w。 
如果 V(E!a, w) = 1，且 V(B(x/a), w) = 1，则 E!a∈w。所以，V(a, w)∈QA(w)。根据引理 3.5，可得

V(x/V(a, w))(B, w) = V(B(x/a), w) = 1，即 V*(x/V(a, w))(B, w) = 1。由唯一性得 V(a, w) = V(c, w)，故 V(a ≡ c, w) 
= 1。这就证明了 V(E!a→(B(x/a)→a ≡ c)) = 1。故 E!a→(B(x/a)→a ≡ c)∈w。因此∀x(B→x ≡ c)∈w。 

由 E!c∈w、B(x/c)∈w、∀x(B→x ≡ c)∈w 和公理(A13)得ιxB ≡ c∈w，所以 V(ιxB, w) = V(c, w)。 
如果 V(ιxB, w)∈QA(w)，则存在常量 c，使得 E!c∈w 且 V(ιxB, w) = V(c, w)，故ιxB ≡ c∈w。再由公

理(A7)得 E!(ιxB)∈w。由公理(A14)得 B(x/ιxB)∈w 和∀x(B→x ≡ ιxB)∈w，故 V(B(x/ιxB), w) = 1。由引理

3.5 得 V(x/V(ιxB, w))(B, w) = V(B(x/ιxB), w) = 1。V(ιxB, w)就是满足 V*(x/V(ιxB, w))(B, w) = 1 的 QA(w)中的元素。 
以下证唯一性，设 V(a, w)∈QA(w)，使得 V*(x/V(a, w))(B, w) = 1，则 E!a∈w 且 V(x/V(a, w))(B, w) = 1。

由引理 3.5 得 V(B(x/a), w) = V(x/V(a, w))(B, w) = 1，所以 B(x/a)∈w。由∀x(B→x ≡ ιxB)∈w 和公理(A12)得
E!a→(B(x/a)→a ≡ ιxB)。由 E!a∈w 和 B(x/a)∈w 得 a ≡ ιxB∈w。所以 V(a, w) = V(ιxB, w)。■ 

V*是 FA = <WA, RA, DA, QA>上的 LK赋值，所以，MA = <FA, V*>是一个 LK模型。 
定理 5.15 （完全性定理） 对任意 LK公式 A，如果 |= A，则 |− A。 
证明：对任意 LK公式 A，如果|−/ A，则由WA 的构造得¬A∈w0，由引理 5.13 得 V(¬A, w0) = 1，即

V*(¬A, w0) = 1。所以 V* (A, w0) = 0。故有 MA |=/ w0 A。这样就有 MA |=/ A，从而 FA |=/ A，因此|=/ A。■ 
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